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The expansion of a two-center charge distribution about one center is utilized to calculate
diffusion factors. The analytical expressions for the various integrals employed are given, both
for the single case and averaged over a basis of Slater functions having a principal quantum
number < 2. The different methods of calculation used are summarized in an appendix.

Le développement sur un centre unique de distributions de charge bicentriques est utilisé
dans I’évaluation des facteurs de diffusion. On donne les expressions analytiques des diverses
intégrales, valeurs «ponctuelles» et valeurs moyennes sur une base de fonctions de Slater de
nombre quantique principal n < 2. Les différentes techniques de calcul employées sont déve-
loppées en appendice.

Die Entwicklung einer Zweizentrenladungsverteilung um ein Zentrum wird beniitzt, um
Diffusionsfaktoren zu berechnen. Die analytischen Ausdriicke fiir die verschiedenen Integrale
werden angegeben, und zwar einfache wie iiber eine Basis von Slaterfunktionen mit Haupt-
quantenzahl < 2 gemittelte Werte. Die benutzten Rechenverfahren sind im Appendix zu-
sammengestellt.

1. Introduction

Le probléme de la diffusion des photons par un systéme matériel a déja fait
Pobjet de nombreuses études [5, 6, 9, 12, 13]. D’un point de vue purement formel,
il est possible de définir les différents objectifs dont la solution rigoureuse suppose
Pacquisition:

1. le calcul d’une fonction d’onde correcte, tant au point de vue électronique
qu’en ce qui concerne les noyaux, pour les différents types de systémes individuels
{u-systémes) mis en cause;

2. une formulation précise du probléme de l'interaction du champ électro-
magnétique et d'un y-systéme isolé;

3. une bonne formulation du passage statistique, de la diffusion par un p-
systéme isolé & la diffusion par un systéme matériel macroscopique (M-systéme).

En fait, une démarche totalement rigoureuse n’est pas réalisable & I'heure
actuelle dans son ensemble, mais il est raisonnable de penser que les approxima-
tions semi-classiques développées en particulier par WALLER et HARTREE [13]
permettent de calculer les termes prépondérants des facteurs de diffusion. Cette
hypothése semble, au premier ordre du moins, vérifiée expérimentalement. De
plus, il est raisonnable d’espérer que les méthodes qui permettront d’acquérir les
objectifs ci-dessus feront appel & un formalisme tel que les expressions que nous
envisageons d’étudier restent utilisables. Notre objet sera donc, en nous plagant
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dans le cadre de la théorie de WALLER et HARTREE de calculer les intégrales néces-
saires & son application dans un formalisme LCAO-MO.

I1. Cadre général

Dans ce formalisme, les intensités totale et cohérente de diffraction par un
u-systéme & N électrons, dans un état initial | y;)>, s’exprimeront par

N > >
Tiot, = I (g | |2 etk o5 2 | psd
=1

N > >
Toon, = I [y | 3, e ¢ [ ) |2 )
j=1
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A
ment incident, 20 angle de diffusion I intensité de diffusion pour un électron selon

la formule de THOMSON.

Ces expressions, valables sous certaines conditions relatives & 1’énergie du
rayonnement utilisé, ne sont applicables qu'en dehors des fréquences de réso-
nance. La contribution & ces intensités du rayonnement réémis par les noyaux
est de plus négligée.

De fagon générale, selon la nature du M-systéme, I’étude des interactions entre
u-systémes constituera une étape déterminante dans I'évaluation des intensités
diffractées par un systéme matériel. Toutefois, il est possible de formuler sans trop
de difficultés des conclusions relatives aux deux circonstances importantes sui-
vantes:

1. Un p-systeme isolé posséde une orientation déterminée par rapport an vec-
teur § de diffusion.

2. Le M-systéme est un gaz dont les éléments constituants peuvent &tre sup-
posés sans interaction. Les p-systemes peuvent ainsi prendre une orientation
quelconque par rapport au vecteur s. On rendra compte de cette éventualité en
substituant aux résultats précédents la valeur moyenne des intensités par rapport
a lorientation du vecteur de diffusion dans un référentiel lié au y-systéme.

Si nous convenons de représenter ’état | y,r) du systéme électronique par

lpr> =cf [ve> (2)

olt les | vk sont des déterminants de Slater construifs sur les spin-orbitales x4,
en général non orthogonales.

| kAa> = | &, K> = g voi | 158D ()

|7, 3> i*me orhitale de Slater relative au centre r, v, x fonction de spin, nous sommes
conduits & exprimer les intensités par les développements
Lo, = 1 S35 (—~Lystoe's#” A3 A3 o o i o
« 8 of B!
X [, )* (va, k)] [(Var,)* Wpr, 1)1 <y 6 | w | 6, BD* (s, |w | w, T (4)

ainsi que

Ttot, = I[N + 22% ,Z> ﬂzﬁ(—i)”""”wl A% oy o3 e o
& -2 &
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avec s vecteur unitaire de diffusion k = , 4 longueur d’onde du rayonne-
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e {<rt | w* | 8, 5> <6 k| w | w, 1) [(va,8)* (Var, k)] [(v5,8)* (Wpr,50)] —

— < |wk | u, D kw5 [(va,8)* (98,801 [(98,8)* (Var,xr)]}] (5)
avec
N N 5.
w= 2 wy= 2 ks ej.
i=1 j=1

A3 et A551 sont les mineurs et sous-mineurs extraits du déterminant 4 = (yg |y,
| , ©) est choisie sous forme réelle.

III. Expression générale de P'intégrale (r,7 | w | v,5)

La base de fonctions choisie sera celle des orbitales de Slater prises sous forme
réelle et centrées sur les différents noyaux.
L’opérateur de diffusion peut étre développé selon

e o = 30 (i 27+ 1) Py(cos 0u0) )/ 2 Toan(ae) (6)

avec a = | ks |; 05 angle du vecteur 3 de diffusion avec le rayon vecteur de I’élec-
tron (Fig. 1). J,41,(ap) fonction de Bessel d’indice demi-entier.

Lors de P’évaluation d’une intégrale bicentrique, il est possible & travers le
formalisme de la fonction Zéta [1, 2] de se ramener 3 des fonctions centrées sur une
seule origine.

L’expression générale de I'intégrale considérée
{ryi|w o, i =, (g, I, ma) | w | v, (ng, i, mg))
devient

o 00 i +y -
ilwloid=Noio) s S 3 5 Yl ir@+)ep+ 1)
2
(1Pl + m) = |p DL o, o Rl .
4+ m)t (G =) v+ p ) Prloos B) 7 BY ojojoJ o
Joi11,(00r) Eny—ty,p (Zos 0r; R) @ Ti+*dgr Pp(cos 0r) Pl (cos Or) P34 (cos Or)

1 1
Ph(cos 0;) sin 0, d0, {cos M@  COS My (p} el dep (7)
sin m;p  sin my@

oll 05 et @5 reperent le vecteur § dans le référentiel choisi; m; et m; sont compris en
valeur absolue. N(r, 7; v, j) représente le facteur de normalisation.

IV.
A) Intégrales monocentriques

Dans le cas simple des intégrales monocentriques, ’expression (7) se réduit a

. . . SR ® _ v—u!
{ryi|w|n > =N i;r,5) 3 @p@2v+ 1) 3 Phcosby) e tops ———
y=0 ==y (""I']ﬂ [)'

[e] . +1
J e~Z%e gnitny J, 1 (ap) Vﬁ do j P () PP () Pli(x) dao
0 —1
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Fig. 1. Systéme de coordonnées
2 (] 1
j {cos my@ COS My (p} etue do (8)
o \sin myp sin mye

avec Z* = Z; + Z; .
Les résultats relatifs aux orbitales de nombre quantique principal » < 2 sont
résumées dans le Tab. 1, ot 'on a noté [9]

Cn, m) = [ &% g1 ems(og) de)

0

om1,(a0) = 2% Ty, (ag) - (9)

B) Intégrales bicentriques

De la méme fagon les résultats relatifs aux intégrales bicentriques sont résumés
dans le Tab. 2 en notant
e
Ak, 1m, m) = [ %0 @1 Tmoy(00) Ll Zog; Zo ) d
0

dont le calcul est explicité en appendice.

V. Elements de matrice {(r,i; v,j |w Yw,|t, ks u,I> et leurs valeurs moyennes

Les intégrales mono et bicentriques précédemment évaluées suffisent & donner
la valeur du facteur de diffusion relatif & une position déterminée du vecteur § de
diffusion dans le référentiel lié & la molécule. Le facteur de diffusion s’exprimera
comme une combinaison linéaire de produits des intégrales précédentes. I1 con-

- >
viendra cependant d’introduire dans les calculs un facteur de phase en eiks- R
lorsque les centres de développement des fonctions monoélectroniques seront
distincts.

16 *
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Tableau 1. Intégrales monocentriques

[toutes ces expressions doivent éire multipliées par = ‘/22 <N(r, 357, §)]
a

As|w]1s) =2-0(1,1) @s|w] 27”") ~ 2 P} (cos 6:) ‘775 C(3.2)
As|w]2s) =2-C(2,1) @po | w | 2ps) = % C(3,1) — % Pz(cos 85) C(3,3)
(s | w] 2ps) = 2i Py(cos 65) C(2,2) @po|w| 2Pn> —~ — 2 P}(cos 6.) ;"ns gs C(3,3)
(s|w] 2””) ~ 2 Pl(cos 6:) ; 08 ‘PS 0(2,2) @pn | w | 2pz) = — L P (cos 6:) sin 2 s C(3,3)
@s|w]|2s) =20(3,1) 3311 ]2p"> = 20(3,1) + £ Py(cos 6,) C(3.3)
2s | w ]| 2ps) = 2i Pylcos 05) 0(3,2) + % P§(cos 65) cos 2 s C(3,3)

De plus, lorsque les systémes diffusants peuvent é&tre supposés orientés au
hasard, il devient important de considérer la valeur moyenne des quantités plus
haut, par rapport & la position du vecteur 3, c’est & dire de calculer des expressions
de la forme:

F 1 2n
I=<ri0,5 | whw, t,k;u,l>=—1-— sin 05 d0s | dos
4 ?
1] 0

<T,ilwiklvaj><t’kiw2xual>' (10)
L’examen des résultats précédents (Tab. 1 et 2) montre que, quelle que soit
Pintégrale retenue, elle apparaitra comme une somme, finie ou infinie de termes,

1
comprenant chacun une partie angulaire de la forme P¥{cos ;) cos ugp; associée &
sin pgs
un coefficient purement numérique. Nous pouvons représenter ce dernier par le
symbole Ty(r, v, v, u), j étant relatif & une intégrale particuliére.
Du fait des relations d’orthogonalité entre polyndmes de LEGENDRE, nous
n’aurons & considérer dans I’évaluation des valeurs moyennes, que les expressions

Tableau 2. Infégrales bicentriques

2% Niry i3 0,9)]
00
{ryls [w|v,1s ) = Z 7 (2v + 1) Pylcos 65) A(1,1, »,v)
=0

1
Z > {nls|w]|v, 28) = (29 + 1) Pylcos 8;) A(2,1,3,)
v
1
{r,2s |w]v, 2 )= Z # (2v + 1) Py(cos 6;) A(2,2,, )
{r, 28 | w]| v, 1s) = > & (2v + 1) Pylcos 6:)4(1,2, v, )
a

1s |w)o, 2p6) = Z 2 Py(cos 0s) [R(2v + 1) AL L, v,») — (» + 1) A(1,2,v,v + 1) —v4
v
(132: Vo ¥ — 1)]
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Tableau 2 (Continuation)

2 , COS s
r,1s |w]o, 27;? - ;w Pi(c0s 6 G P [4(1,2, 9 — 1) = A(1,2,5, + 1)]

(r, 25 |w|v, 2ps) = > % Py(cos 0s) [B(2v + 1) A(1,2,%,v) — (v + 1) A(L,3, »,v + 1) — 4
’ (1:35 V¥ — 1)]
2 . s
r, 2 |w!o, 2§;> = ;wP;(cos 05) ;Orf ;’;s [4(1,3,vy — 1) — A(1,3, 9, v + 1)]
(r, 2ps| w]v,1s ) = z # Py(cos 6s) [(v + 1) A(1,2, v, v + 1) + v4(1,2, v, v ~ 1)]
v

{ry 2ps| w|v,28 )= z (Zo)™ Z ¥ Pu(cos 8) [(v +1) A2,2,v,v + 1) +v4(2,2,v,v — 1)]

{r, 2ps| w | v, 2p5) = > & Py(cos 65) {R[(v + 1) A(1,2,v,v + 1) + vA(1,2,v,v — 1)] -

(v +1)2 72 P+ +2)
ETE T BT e R TR Bt e
+ 2020 4 2
2y -1 (;s""s"_)
239” _ » P2 oS @s 2y +1 » -1
(r 2paw] v,y ") Z@P,(eose,)sn% D @r 53 ALBnY 5Ty
+2
A(1,3,,9 — 2) — ~ A(l3v,v+2)]

(r,2 T w] v, 1s ) = Z # P)fcos 0:) s o8 9”‘ “[A(L2,9,9 — 1) — A1,2,%, 7 +1)]
@, 2p” [w], 28 ) = (Zo)2 2  PY(cos 0s) ¢ 008 "’5 (A2, 1) - 422,00 + 1)]

(r, 2p”lw]v, 2p ) = Zz”Pv (cos 6s) oo ""{R[A(m vy —1) — AL,2, v, v +1)] -

2y +1 v—1
— WE)(Z—)A('],,:;,V,’V) - 21}—_114(1,3,7,7’ - 2) +
v+ 2
+ 5,343 v+2)}

2y + ) +v—1) v(v—i)
@r-n @ g AW3rr-2)-
@+ +2)

(r, 2pn l w| v, 2pn> -1 > % Py{cos 0s) [2
2p5 4 2t

A(1,3,v,v — 2) — AL, 3, v, v + 2)

2v+3
2v+1
1 v P2 2 .. = _
T3 %:@ PZ(cos 05) cos %[2 @1 @v +3) A(1,3,v,v)
1
- 2v_1A(1,3,v,v—2) 5y +3A(13 v,v+2)
2pa 2p,, PR ) 2y +1 B
(r,2 |w[v, ) i 21 Pcos 6;) sin 2 s [2—-_(2v YT A(1,3,v,7)
1
— 55 A3y - 2) - 543,70 +2)]
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quadratiques des termes précités associés & une valeur de y particuliére. Les résul-
tats définitifs s’en déduisent alors aisément par simple sommation.

Ces valeurs moyennes peuvent &tre classées en différentes catégories selon les
centres intéressés dans leur évaluation.

a)r=v=_t=1
1 2 (w+u!

I = Em (‘V — ‘u)! 7!(1 + é ,0) T;k(’r, r, ’V,‘LL) Tj/(?", r, ’V', [LL’) 61,,,,/ TR (11)
byr=v=1¢

= 1 2 (v +u)! o

I= 5 (T_—Z-)_!n(i + Ouse) TE(, 1w, 1) Ty, 7,0 1) Oy Sy - (12)
c)r=v t=1L

> >
L'introduction du facteur de phase en e¢—i%5-E devient alors nécessaire, les
centres de développement des intégrales monoélectroniques étant différents.

i=L S (—1)n @0+ 1) jalaR) j Pa(cos 65) Pi(cos B5) P (cos 0s)sin 85 405
ne=[p—p? |
1]
(1 + 04,0) Oy TF(ry v, 1) T, 8,0, ) (13)

avec v’ + v+ n pair.
Les résultats relatifs aux divers polynémes de LE¢ENDRE sont donnés dans le
Tab. 3.

Tableau 4

pyp Terme associé & une valeur de »

Py o T*(t,9,9,0) Ty.(0, v, 0,0)

_ _ +1
R v”+ £y~ i (;v o1y 762 0) Talw, v, 10)
» 3 -1 _ o + 1) .3 @+ +2) |
2 2 @r i@y T 2r 1)@ -0 " TT @rv+ 1) @v +3) 7””)
TE(E, v, v, 0) Tyi(v, v, 2,0)
1 »(v +1) 1 »(v +1)
7 (e st e
TF (@ v, v, 1) Tro(w, v, 1,1)
P <_3_ vy +1) (v —1) 3 (v + 1) .3 2w +1)y
2 2 @r+)@2r-) T T @ -1 2v+3) " T2 @rr)(2r +3)
T¥E, v,v, 1) Ty(v, v, 2,1)
P2 iv(v—~1)(v+1)(v+2)‘ Sy + 1) -1 +2), 3
5 2 Cr-N)@E@r+1 I er-1@2r+3 "’ 2

woNe+he+32), ) TH(, 0,9, 2) Tyolo, v, 2,2)

@2v+3)2r+1)



238 C. R. GUERILLOT, J. P. GANACHAUD et R. LISSILLOUR:

dyr=¢ v=1L
_ 1 = 9 4 )]
I= ,Zo T (r, 0, 9,18) T (1, 0,9, 1) Oppor Spr WL+ 0p0) 5 (:__Z)' . (14)

eyv=r=1
=2 % @t )R j Ph(cos 65) P4 (cos 05)

»=0 n=|[v—v’|

1)
Py(cos 05) sin 05 (d0s) 72(1 + Ou,0) O, TF(E, v, v, ) Tio(w, v, 9", 1) - (15)

Le Tab. 4 donne les valeurs possibles de n autour de la valeur » selon la nature du
polynome P¥ (cos 05) utilisé [3].

YI. Discussion

La résolution numérique des développements précédents a entrainé la mise au
point d’un programme de calcul. Ce programme élaboré en Fortran II pour ordi-
nateur IBM 1620, a nécessité un traitement ultérieur sur calculatrice plus puissante
(C 9080)*. I1 permet dans sa version actuelle d’obtenir les valeurs numériques des
intégrales précédemment définies 4 partir de la donnée d’un ensemble de con-
stantes relatives

4 la distance interatomique

aux parameétres orbitaux
47 sinf

2

aux coordonnées du vecteur de diffusion dans le référentiel moléculaire.

Nous avons choisi pour tester la validité de la méthode proposée le cas de deux
atomes de carbone 3 la distance interatomique R = 1,54 A.
Les parameétres orbitaux ont pour valeur [4]

£y = 8,717 Lo = 1,599 .

au paramétre de diffusion ¢ =

* Les auteurs tiennent ici a remercier la compagnie CITI pour Paimable collaboration
qu’elle a bien voulu leur apporter dans la réalisation de ces calculs.

Tableau 5

(o 1850, 28 | wiF w, | 1, 185 v, 28) (r, 28505 1s | wf wy | r, 2857, 1s)
g =1u.a. ,8660789 103 ,8660784 102
g =103y, a. 9748957 108 9748941 103

(r, 1859, 25 | Wi w, | 1, 183 v, 2p5) {r, 285 0, 1s | w¥ w, | 7, 2pa; 0, 18)
q=1u.a. ,1478412 102 ,1478410 102
g =103 u. a. ,1661747 102 ,1661738 102

(r, 1857, 15 | wi¥ wy | v, 285 v, 25) {ry 2857, 25 | Wit w, | v, 185 v, 1s)
g=1ua. 4778827 101 AT78827 101
g =10"3u. a. ,9999981 ,9999981

(r, 1837, 25 | wf w, | 7, 28; v, 1) (v, 1850, 28 | wi¥, wy | 7, 1550, 25)

g =1u.a. ,1006149 101 ;1006149 10—
g=10"%uw.a.  ,1137666 10— ,1137662 101
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Tableau 6
Distribution de charge Intégrale de diffusion Intégrale de recouvrement
(r,1s; 7,18 | ;1000000 10+* 1,00000
{r, 1s; 1, 2s | ,2137614 ,21376
(r,2s;7,2s | ,9999999 1,00000
(r,1s; v, 15| 6473535 10—5 ,00000
(r,18; v, 2s | ,3122332 101 ,03122
(r, 283 v, 28 | ,3511054 ,35110
{r, 183 v, 2pq | ,5322133 107t ,05322
{r, 253 v, 295 | 3733509 ,37335
{r, 2pg; v, 29 | ,3307079 ,33070

Le choix de deux atomes identiques permettra de juger du bien-fondé des résultats
numériques si la symétrie du probléme physique se retrouve avec une bonne préci-
sion.

Les quelques résultats réunis dans le Tab. 5 suffisent & montrer que la concor-
dance espérée est en général obtenue de facon satisfaisante.

D’autre part, lorsque le parametre de diffusion ¢ tend vers zéro, nous pouvons
constater (Tab. 6) I’équivalence des intégrales monoélectroniques évaluées aux
intégrales de recouvrement correspondantes.

De plus, entre les deux méthodes de caleul proposées en appendices 4 et B
respectivement adaptées & des valeurs du parameétre ¢ inférieures ou supérieures
& Lg+ Lp, nous pouvons mettre en évidence une équivalence des résultats, dans
un domaine olt chacune d’elles s’applique. Cet accord se réalise dans une importante
gamme de valeurs et permet de penser que la méthode B est en fait généralisable
dans un large domaine.

En conclusion, il apparait que le développement en termes de fonctions Zéta,
dont P'utilisation est commune & I’évaluation de la plupart des intégrales utiles en
Chimie Théorique est une méthode précise. Cependant, les difficultés rencontrées
résident essentiellement dans la lenteur de convergence des séries impliquées au
cours du développement analytique et leur résolution nécessite le concours d’ordi-
nateurs puissants.

Dans ce sens, l'utilisation de formules de récurrence (B) constitue une option
plus rapide mais peut présenter un certain nombre de dangers dans un traitement
numérique du fait des pertes de précisions qu’elle risque d’entrainer.

Ces raisons permettent de penser qu'une extension de cette méthode aux
intégrales de diffusion polycentriques, tout en demeurant formellement possible,
conduirait & une complexité sans commune mesure avec le gain de précision
espéré. A cet égard, nous avons été conduits & étudier un développement préeis
des orbitales de Slater sur une base de fonctions gaussiennes. Les premiers résultats
obtenus semblent prometteurs.

Appendice

Evaluation des intégrales
(o0

Ak, 1, m, n) = J e~Ze gl Jm+1/3(aQ)Ck,n(1: Zyo, ZipR) dp .
(]
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La distontinuité des fonctions Zéta conduit 3 I’évaluation des deux intégrales
R
Ao f,9) = [ %0 0 Ty fae) Lown,(Zug) de

0
=5}

Aylos B, y) = j eZre 9% J 1y, (a0) Kpry(Zvo) do -

B

A) Développement en série

Les fonctions de Bessel peuvent alors étre développées en séries, conduisant
aux expressions faisant appel & des intégrales désormais classiques [7, 10].

2Pt ey, DR (—a®) (y +)IZE (B + )
- B+ gy +/ .
Ao By) = == BT Y S @y T 2 A D@ B 7 3 A 1)

R
J pxHBHyRIHL o~Zie o
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_ Xarth @ R (=a® (y + (B + &)!
Ay{ex, 5, y) = Ziley Foisoi! @y + 25 + )1EL(B ~ k)1 (22y)

k

(o]
f o TrHaIh g—Z%e dp .
R

Avee Z% = Zr -+ Zq).

B) Relations de récurrence

Les fonctions 44(x, f, y) et Ay(x, §, ) peuvent d’autre part étre évaluées &
partir des relations de récurrence qui relient les différentes fonctions de Bessel
utilisées, conduisant en particulier aux formules

Aoyt )= L A(a—1,6,9) ~ Ay By~ 1)
Ao 1) = 2L A 4,890+ Ayl f—1.9)
Ay, Biy) = (T__;T_‘W{[Al(“ + LB+ Zr A+ 1,8,9) —a

Ajx+ 1,8,y —0)—Zy Ay(x+ 1, 8 — 1, 9)}.
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